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RESUME

Dans le disque unité de Pespace R?, on établit une nouvelle estimation a
posteriori point par point de 1’erreur de la solution approchée du probléme de
Dirichlet pour 1’équation elliptique du second ordre a coefficients constants
lorsque les racines de 1’équation caractéristique sont identiques.

Mots-clés : Equation elliptique, probléme de Dirichlet, estimation a
posteériori point par point de [’erreur

ABSTRACT

Point-wise approximations to the solution of the Dirichlet
problem in a circle for the elliptic second order equation with constant
coefficients when the roots of the characteristic equation are equal

In the unit circle of R? we establish new posteriori error estimation of the
approximated solution in each fixed point for the Dirichlet problem for the
elliptic second order equation with constant coefficients when the roots of the
characteristic equation are equal.

Keywords : Elliptic equation, Dirichlet’s problem, posterior point-wise
error estimation

1-TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

Dans le présent travail, nous utiliserons les termes et notations qui suivent(2,
un domaine borné de R?, et ses éléments sont notés :

X = (X1, X2), ¥=(Y1,Y2), &= (&, &)
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L*(12) : espace de Banach des fonctions & carré intégrable (selon Lebesgue)
sur £} dont la norme est définie par :

[[l]2 = (_L |u(z) Iiﬂ‘-?)% ,Vu € L(6),

et le produit scalaire est noté (., .)s.

C*(11) : ensemble des fonctions k-fois continfiment différentiables sur 'adhé-
rence {2 de {2

C2%((1) : ensemble des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact dans ().

W1(5) : espace de Sobolev d'ordre 1 constitué des &éléments de L2(0)
admettant toutes les dérivées partielles d’ordre 1 an sens des distributions
dans [*(1}). C'est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

2
(e, u]2,|=j;; (u[m]u[m}+ : %%) dz

et la norme est définie par ||u||2.a = /(1. w)a,:.
W2 () : adhérence de C™°(}) dans W3 (02).
W2(12) : espace de Sobolev d'ordre 2 formé des éléments de L*(0)

admettant des dérivées partielles d'ordre 1 et 2 au sens des distributions dans
L*((}). Le produit scalaire dans cet espace qui est un hilbertien est défini par :

¥
(u,v)22 = -L (ﬂ{:r]u[m] +Z Zg:;giz)

et la norme est définie par ||u||z2 = +/Tu, u)2a.

W'E__“[ﬂ] : adhérence dans W3 (1) de I'ensemble des fonctions de C2(T}) qui
s'annulent sur la frontiére () du domaine 3.

On note |z] = /=3 + 23
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2 Introduction

Les problémes de la physique mathématique, de la théorie de 1'élasti-
cité, de I'hydrodynamique et autres se raménent plus souvent aux Equations
aux Dérivées Partielles (E.D.P) qu' aux Equations Différentielles Ordinaires
(E.D.Q). Pour la résolution de ces problémes, il serait plus intéressant d’uti-
liser les méthodes communément appelées méthodes directes. Mais trés sou-
vent il est difficile voir impossible dans certains cas de déterminer la solution
exacte de la plus part des E.D.P par ces méthodes directes. C'est pour cela
qu'on fait souvent recours aux méthodes approximatives pour résoudre ces
types d'équations. C'est le cas du présent travail qui se penche sur la réso-
lution du probléme de Dirichlet pour I'équation elliptique du second ordre
a ccefficients constants. Ce travail consiste précisement & étudier ’approd-
mation point par point de l'erreur de la solution approchée du probléme de
Dirichlet dans le disque unité pour |'équation elliptique du second ordre a
ceeflicients constants dans le cas ol les racines de 'équation caractéristique
sont identiques. Il s’agit du probléme

& u Fu Fu B

u
(1) L{u) = 453 + 2o +ogs +do—+ ga—+ agu = f(z1,22)

{2) ﬂlr - [L

ol I' est la frontiére du disque unité 2 = {(z1,72) € B? : 23 + 23 < 1} de
R a, b, ¢, d. g, et agsont des constantes réelles données et f une fonction
& carré intégrable sur £).

Dans un premier temps nous allons poser le probléme, ensuite établir 1'esti-
mation a postériori point par point de l'erreur de sa solution approchée.

3 Position du probléme.

Dans le disque unité ) = {(z1,72) € R?: 2 + 23 < 1} de l'espace R?, on
considére 'équation awx dérivées partielles linéaires 4 ceefficients constants
du second ordre de type elliptique :
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Fu Fu o
(3) Li{u)= -155 + 2b— p—— +EE + dﬂ_ﬂ:] +g£ + agu = f(x1, 12)

o1 les coefficients a, b, ¢, d, g, ag sont des constantes réelles
données, et f une fonction 4 carré intégrable sur (1.

A I'équation (3), on associe la condition de Dirichlet :
4 =.
(4) ﬂ‘r
oit ' = 30 = {(z1,z2) € B? : x]+ 23 = 1} est la frontiére de (0.

Définition 1 (Solution classique)

On appelle solution classique du probléme (3)-(4), la fonction

u € C%(Q) N C(11) vérifiant Péquation (3)- (4).

Définition 2 (Solution généralisée)

On appelle solution généralisée du probléme (3) - (4), la fonction u de Wi (12)
vérifiant I'égalité suivante pour tout w € W}(Q) :

mf(ﬂuaﬁ_l_ﬁ(&uﬂﬁ_'_ﬂuﬂﬁ)_i_ du Jw &u

6‘::1 &Fl 3151 351?2 -3‘:-:: ﬂml &i?z BIE l.'EJ'I]
_ ﬂ‘lﬂ ﬂ-ﬂﬂiﬂ) irldmz = — f fEiI]dIQ.
aIz 1]

Toute solution classique du probléme (3)-(4) est solution généralisée de
(3)-(4)-
Toute solution généralisée du probléme (3)-(4) appartient 4 W3 ,(0) € W2(Q)
et par conséquent, d’aprés le théoréme d'injection de Sobolev, elle est conti-
nue sur

Effectuons le changement de variable suivant :

(6) u(zy, T2) = v (z1, T2) exp %%11 _ %[i‘: = :g}:’? .

En introduisant 'expression (6) dans (3) nous obtenons alors "équation
différentielle d'inconou v -
3“}1' v v

(7) EI“" +2L6‘I;3Iz +CB‘E§ + av = Ry, z4)
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o1l
_4day(b® — ac) + ed® — 2bdg + ag®
"= (B — ac)

—dexy + bgzy + dbry — agr:
et R{E|1Iz}=EKP( = ;1:21_“;51 ﬂg:j)f[-rl-.iﬂ-

Transformons 'équation (7) sous forme canonique. Pour cela il est
nécessaire de réduire 4 la forme canonique la matrice des coefhicients
supérieurs de 'équation (7),

b
A= (% "),
(o

La matrice A est symétrique et donc ses valeurs propres sont réelles et sont
les racines de 'équation caractéristique du second degré

M-(a+c)d+ac—b =0.

Ces racines sont :

M = %(a+1.-""4b"-'+{u—r:]|“+c]; lg=%{ﬂ—1f4b1+[u—r:)2+c}.

Dans le présent travail nous étudions le probléme ainsi posé an
cas ol les racines de I'équation caractéristique sont identiques. On
remarque facilement que A; = A; si et seulement sib=0eta=c > (.

Dans ces conditions, |'équation (7) prend alors la forme canonique :

P Bo (s @Y L (ndtmg
Lo(v) = dri +31!§ + (ﬂ.  4a® 4-1'3) v= ﬂexp( 2a ) flws, 7).

La condition au bord wyr = 0 égquivaut & la condition vy = 0. Ainsi, lorsque
A1 = As, le probléme (3) - (4) pour la condition homogéne de Dirichlet est
alors équivalent 4 un autre probléme de Dirichlet dont l'inconnue v vérifie

(8) Lo(v) = Av + kv = %mp (I'd;%) Fz1.2)

(9) l'.?ll_I =
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a da® 4a?)’

Le but de notre travail est de déterminer par la méthode d’approximation
point par point, 4 l'aide du probléme de Dirichlet (8)-(9), I'erreur de la solu-
tion approchée du probléme de Dirichlet (3)-(4) pour 'équation linéaire de
type elliptique du second ordre & coefficients constants, lorsque A; = Ag. Clest
une nouvelle approche qui nous ouvre la possibilité d’aller plus loin dans la
résolution de ce probléme.

4 Approximation point par point de l'erreur de la solution ap-
prochée du probléme de Dirichlet pour I'éguation elliptique du
second ordre A ceefficients constants

4.1 Imtroduction

On considére, dans le disque unité Q@ = {(z;, z2) e R* : ]+ < 1} de
frontiére I, le probléme de Dirichlet pour I'équation aux dérivées partielles
linéaire elliptique du second ordre i ccefficients constants :

g‘:%_i_zb ‘E}Zu l:-}zﬂ_i_daﬂ +g§;‘:’!+auu=f{:ﬂ|,-rz}

(10) L{u)=a B0 +cﬂ$§ Bz,

(1) w =0

A l'aide du probléme auxiliaire équivalent

1 d ’
(12) Lov) = Av+ kv = Lexp (”J) F(ar,79)
a 2a
13 =1,
(13) ﬂlF
_f o d* .'T!
aveck= | -1m 12

nous allons établir 'estimation a postériori point par point de 'erreur de
la solution approchée du probléme (10)-(11) lorsque b= 0 et a = c.
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4.2 FEstimation a postériori point par point de l'erreur de la
solution approchée du probléme posé.

Théoréme 1

Supposons b=0,a=c > 0 et f € L*(1).
a d& g

Si le nombre réel —k = —(——E—E), n'est pas valeur propre du
a

probléme

(14) Av = v

15 =0,

(13) Y

alors I'unique solution généralisée u du probléme (10)-(11) appartient &
l'espace W3,(0) C C(Q) et pour toute solution approchée u*(z,, T2)
appartenant 2 W2,((?) en tout point = = (z1,12) de (1, on a l'estimation a
postériori suivante :

(16)
lulz, 22) — v (21, 2)| < exp (—‘“dzﬂ) G )

2

v* (1, 72) = u' (21, 72) exp (

£1d + Eag
2a

Tyd + Tag
)
(rp, représente la fonction de Green de 'opérateur Ly.

Eerp ) f(61,&2) — La(v*)(&1, &) | dEadEa.

avec

Preuve :
Rappelons que le probléme (12)-(13) s'écrit

Lylv)=Av+kv=F
u| =1,
avec

1 d+
F{IhIE] = EEJ\'-'P (%) fl:IhIﬂ-
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Pour établir le résultat de ce théoréme nous allons appliquer le procédé de
démonstration utilisé dans |8] (Page 343 et Page 347).
Si le nombre réel —k n'est pas valeur propre du probléme (14)-(15), alors
le réel zéro n'est pas valeur propre de l'opérateur Ly du probléme (12)-(13).
Ainsi l'opérateur Ly réalise un homéomorphisme d'espace de W3,(Q) sur
L*(0) et I'unique solution généralisée v du probléme (12)-(13) appartient a
W) etona

Ve Q, vz)= L' fGIﬂ{T §)F(£)dE

car F € L*(0) puisque f € L(() (voir [8] page 343 et les lemmes 1 et 2 de
|8] pages 339 et 340).
Ly étant linéaire on a :

Vo € W), Lo(v — v*) = F — Ly(v").
Ainsi
v vt = Lg'(F — Ly(v"),
=0it
ofe) — v*(e) = [ Guule OF(E) — Lolw")(E)le.
1]
Par =uite nous avons
o) v'0) = [ Gulo o) 3o (222 flen) - Lo 68| ddea

Il vient alors

u(ry, Ta) — u*(xr1, 12) =eXp (—Ild;—%) _/;EG[,,{I,&-_&]

E o (gld%) f€&) - I«:(‘L"Hihéz}] dE

En appliquant 'inégalité de Holder & cette derniére égalité on a :

|u(z1, z2) — u* (1, 72| éﬂ‘-’fp( M)f‘ﬂin r,£1,6a)
 [Sewn (2522 fl6 ) - Lotw) 6.6 s

d+
<o (-2020) 16 )l

1
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Do le résultat du théoréme 1.

Corollaire 1
Soit k £ 0. Les conditions du théoréme 1 étant toujours satisfaites,
Vestimation a pﬂstérﬁ:rr.f point par point suivante est vérifide :

:I!]_d La a
lu(z) — u'(z)| < I ( %) [2+ 4In(2)* + 4]z| (3 + In(4))

+1n(16) — |z (ﬁ+l (Il I)) In(|z[?) + 2(—1 + |z[)(1 + In(4)

+ |z|(3 + In(4))) In(—1 + |z]}*) — (-1 + |z[*) 1ﬂ([—1 + |=)%)?]
fld+ fz.?)

fl&1, &) — Ly(v*)(&1, &) dﬁzdﬁl

Preuve

Nous allons utiliser 'inégalité |G, (z,.)||: £ [|Ga(z,.)|lz qui est vérifiée
si & = 0. Cette inégalité découle de la propriété du minimax des valeurs
propres pour le probléme aux limites (12)-(13)(voir, pour exemple .|5|, théo-
reme 1.4,P.186.187). Gal(zx,y) est la fonction de Green du probléme de Diri-
chlet pour le laplacien.

_ A
I i

Galov) = =gy
Dés lors I'inégalité (16) peut &tre substituée a l'inézalité
a1, 22) — ' (a1,22)| < ( %) Gtz
2
Eld-l_ -Ezg) f(€r. &) — Lo(v*)(&1. &) | dErdEa

I'estimation suivante étant vérifiée(voir par exemple [8]) :

|Galx, s < [2 + 4In(2)* + 4]z|(3 + In(4)) + In(16)

4~.="_
~Jaf? (ﬁ +1n (IIT*‘)) In(|z2) + 2(=1 + 2[)(1 + In(4)

+ |2](3+ In(4)) In(~1 + [2])?) — (=1 + |z} In((~1 + |z])*)7] ..
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On obtient alors le résultat du corollaire.

Corollaire 2

Les conditions du théoréme 1 étant toujours vérifides, pour toute solution
approchée vV)(z) du probléme (12)-(13) obtenue par la méthode de Ritz-
Galerkin, on a I'estimation a postériori suivante :

()
s, 22) — (2] < exp ( BEER) Gu(o, )

2
£1d+ lEEg) -ﬁ&lr‘f!] - Iﬂ{ﬂt‘”]”'&lr‘:!} dfldég

2
£|d+ 525‘) f£1,82) — Ly(vIN)) (£, &)| dEydE&s — 0 guand N — oo

vae

le résultat (17) est bien exactement celui de l'inégalité (16) pour la solution
approchée ') de Ritz-Galerkin. D’aprés les travaux de 0.A. Ladyshenskaja,
il est connu que, pour des approximations v'™ obtenues comme dans la
méthode de Ritz-Galerkin, le terme ||F — Lg{v'")||2 tend vers zéro lorsque
N tend vers I'infini (voir [2]). Ainsi le corollaire est vérifié.

§ Conclusion

Nous sommes parvenus i établir de nouvelles approximations point par
point de I'erreur de la solution approchée du probléme de Dirichlet homogéne
pour I'équation elliptique du second ordre & ccefficients constants

L{u}_ag;"ub ﬁzﬁ“%”a, l;a;z+ﬂﬂﬂ=f|:ml,32}r (1)

dans le cas o les racines de |'équation caractéristique sont identiques. En
effet grice au changement de variable

T1d + Tag

o ) T = (T, 22) €82

u(x1, T2) = v(z1, T2) EXP (—

(b =0 et & = c), nous avons obtenu un probléme awxdliaire équivalent an
probléme de Dirichlet homogéne pour I'équation elliptique du second ordre &
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ceefficients constants (1). Les résultats du travail éffectué dans |8] appliqués
& ce probléme auxiliaire nous ont permis d'établir 'estimation a postériori
point par point de I'erreur de la solution approchée du probléme de Dirichlet
homogéne pour 'équation (1) lorsque, les racines de I'équation caractéristique
sont les mémes. La méthode que nous avons utilisé a avantage d’étre plus
réalizsable que la construction des estimations sur la base de la méthode de
projection orthogonale (voir |10]).
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